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Allgemeiner Hinweis: Fiir die Bearbeitung werden alle Resultate bis einschliellich Vorle-
sung 15 vorausgesetzt. Freiwillige Zusatzaufgaben sind mit einem * gekennzeichnet. Alle Aussa-
gen sind stets zu beweisen.

Aufgabe 1.1 [14+14141 Punkte]

(a) Bestimmen Sie die folgenden Normen:
0) No(vsya (V3)
(i) No(imye (V3)

(b) Bestimmen Sie die folgenden Spuren:
() Spo(va)o (V3)
(it) Spo(¥3)/0 (v3)

Losung:
Aufgabe 1.2 [14+241 Punkte]
Sei v eine Nullstelle des irreduziblen Polynoms f(z) := 2% — 2 — 1 € Q[z] in einer geeigneten

Korpererweiterung von Q.
(a) Bestimmen Sie die Q()/Q-Spuren von 1 und .

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Matrixdarstellung der Multiplikation mit 72 beziiglich der Basis
{1,7,~%} die Q(v)/Q-Spur von ~2.

(c) Ermitteln Sie fiir beliebig aber feste a, b, c € Q die Q(v)/Q-Spur von a + by + cy2.

Losung:



Aufgabe 1.3 [14+14141 Punkte]

Sei K ein Korper, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum (n € N), B: V x V' — K eine symme-
trische Bilinearform und betrachten Sie fiir beliebig aber festes x € V' die Linearform

B,:V — K
y — Bi(y):= B(xz,y).

Die Bilinearform B ist nicht-ausgeartet, falls fiir alle x € V\{0} stets B, # 0 gilt. Ist dies nicht
der Fall, so ist B ausgeartet.

(a) Zeigen Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn fiir alle Matrix-Darstellungen B
von B bereits det(B) # 0 gilt.

Betrachten Sie nun die lineare Abbildung

pp:V — v
r — B,

(b) Beweisen Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn ker(¢p) = {0} erfiillt ist und
folgern Sie, dass B genau dann nicht-ausgeartet ist, wenn ¢p ein Isomorphismus ist.

Sei B von nun an nicht-ausgeartet, B := {vi,...,v,} eine Basis von V und w; := @E;l (i) eV
fir alle j € {1,...,n}. Bemerken Sie, dass {w1,...,w,} eine Basis, die zu B B-duale Basis, von
V ist.

(c) Beweisen Sie fiir alle 7,5 € {1,...,n} die Kronecker-Delta-Beziehung B(v;, w;) = d;;.

n
(d) Zeigen Sie, dass die zu B B-duale Basis fir alle v € V mit v = Y ¢v; (c1,...,¢, € K) und
i=1
alle j € {1,...,n} bereits ¢; = B(v, w;) erfiillt.

Losung;:

Aufgabe 1.4* [1+1+2 Punkte]

(a) Sei K ein Korper, n € N, A eine n x n-Matrix mit Eintridgen aus K und betrachten Sie das
charakteristische Polynom CharPol(A) := det(xl, — A) = 2™ + b, 12" ' +... + by € K[x]
von A. Beweisen Sie die folgenden Beziehungen:

(i) bo = (—1)" det(4)
(ii) bp—1 = —Spur(A).
(b) Sei L/K eine endliche Korpererweiterung. Zeigen Sie, dass
Byx:LxL — K
(z,y) — Spr/k(zy)
eine symmetrische Bilinearform ist.

Losung:

Abgabe: Bis Donnerstag, den 24. Juni 2021, um 10:00 Uhr, direkt an den Tutor / die
Tutorin. Wir bitten die allgemeinen Hinweise zur Abgabe von Loésungen (siehe Homepage) zu
beachten.



